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O objetivo deste artigo e´ investigar no trabalho de James C. Maxwell (1831-79) e Ludwig Boltzmann (1844-
1906) as bases da construc¸a˜o daquilo que modernamente, apo´s Willard Gibbs (1839-1903), ficou conhecido
como uma teoria de ensembles, uma abordagem metodolo´gica que alimentou a busca por uma fundamentac¸a˜o
estat´ıstica para as leis da termodinaˆmica.
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The purpose of this paper is to research the bases of the construction in James C. Maxwell (1831-79) and
Ludwig Boltzmann’s (1844-1906) work of what is now known as the theory of ensembles, after Willard Gibbs
(1893-1903). It is a methodological perspective that stimulated the search for a statistical ground for the laws
of thermodynamics.
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1. Introduc¸a˜o
Em 1901 a mecaˆnica estat´ıstica recebeu uma for-
mulac¸a˜o abrangente atrave´s dos Princ´ıpios Elementares
em Mecaˆnica Estat´ıstica de Willard Gibbs (1839-1903).
Logo no prefa´cio do seu trabalho, Gibbs cita Clausius,
Maxwell e Boltzmann como os fundadores deste campo,
cuja origem se deve ao esforc¸o de deduc¸a˜o das leis
da termodinaˆmica a partir de princ´ıpios da mecaˆnica.
Um dos aspectos mais caracter´ısticos da abordagem de
Gibbs, desenvolvida ao final de uma carreira essencial-
mente dedicada a` termodinaˆmica, e´ o que pode ser cha-
mado de sua atitude pragma´tica em relac¸a˜o a` mecaˆnica
estat´ıstica, que ele vai conceber de maneira autoˆnoma
e, portanto, independente de toda e quaisquer hipo´teses
relacionadas a estrutura da mate´ria2 [1].
No se´culo XIX as investigac¸o˜es naquilo que hoje
conhecemos como mecaˆnica estat´ıstica operavam prin-
cipalmente com modelos ajustados a` noc¸a˜o de estrutura
da mate´ria, sendo as mole´culas consideradas como in-
div´ıduos no sentido estat´ıstico. Maxwell e Boltzmann
perceberam um segundo ponto de vista e que Gibbs
soube explorar, ainda que abrindo ma˜o de hipo´teses
concernentes a` constituic¸a˜o da mate´ria. E´ na percepc¸a˜o
desse segundo ponto de vista que vamos identificar as
bases da construc¸a˜o daquilo que modernamente, apo´s
Gibbs, ficou conhecido como uma teoria de ensembles,
uma abordagem que alimentou a busca por uma fun-
damentac¸a˜o estat´ıstica para as leis gerais da termo-
dinaˆmica [2].
Nesta abordagem, o estado dinaˆmico de um dado
sistema S, Si(i = 1, 2, 3 . . .), caracterizado pelas coor-
denadas generalizadas qi e momentos generalizados pi,
e´ representado por um ponto G(qi, pi) no espac¸o de
fase de 6N dimenso˜es, onde N e´ o nu´mero total de
part´ıculas que compo˜em o sistema S. A evoluc¸a˜o do
estado dinaˆmico no tempo e´ representada por uma tra-
jeto´ria de G no espac¸o de fase, governada pelas equac¸o˜es
canoˆnicas do movimento do sistema e pela natureza
dos v´ınculos que atuam sobre ele. A soluc¸a˜o dessas
equac¸o˜es como func¸a˜o do tempo nos permitiria a de-
terminac¸a˜o de todas as grandezas termodinaˆmicas (ob-
serva´veis do sistema), f(qi, pi).
No equil´ıbrio, todos os observa´veis termodinaˆmicos
sa˜o independentes do tempo e, portanto, em princ´ıpio,
estas quantidades deveriam ser calculadas como me´dias
1E-mail: cassio@unb.br. 2E-mail:chiappin@usp.br.
2Esta atitude pragma´tica de Gibbs em relac¸a˜o a mecaˆnica estat´ıstica esta´ na raiz mesma da prefereˆncia dos opositores de Boltzmann,
em particular Friedrich Wilhelm Ostwald (1853-1932), pela abordagem de Gibbs.
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temporais tomadas ao longo da trajeto´ria de G(qi, pi)
no espac¸o de fase, ou seja
f¯ = lim
T→∞
1
T
∫ T
0
f(qi(t), pi(t))dt, (1)
onde a dependeˆncia temporal de f(qi(t), pi(t)) e´ dada
pelas equac¸o˜es de movimento. No entanto o ca´lculo da
me´dia temporal ao longo da trajeto´ria de fase exigiria
a soluc¸a˜o completa das equac¸o˜es de movimento, o que
inviabiliza a tarefa.
Foi com o objetivo de desenvolver um formalismo
mais apropriado para o ca´lculo das grandezas ter-
modinaˆmicas que surgiram os chamados ensembles
estat´ısticos. Ao inve´s de trabalharmos com um u´nico
sistema (o sistema a ser estudado) considera-se, jun-
tamente com ele, uma infinidade de co´pias fict´ıcias,
re´plicas do sistema real, portanto, um ensemble de sis-
temas similares em sua natureza (macroestado), mas
que diferem entre si nos valores particulares que seus
paraˆmetros (coordenadas de posic¸a˜o e momento) assu-
mem num dado instante (microestado). Agora, a de-
pendeˆncia temporal da trajeto´ria de G no espac¸o de
fase na˜o tem mais importaˆncia. A cada ponto deste
espac¸o, (qi, pi), identificado com uma co´pia do sistema
real em um certo microestado, e´ atribu´ıdo um peso
probabil´ıstico, dado pela func¸a˜o ρ(qi, pi) (func¸a˜o densi-
dade de probabilidade), que representa a probabilidade
de que o microestado que ele representa seja atingido
pelo sistema. Desta forma, um ensemble estat´ıstico e´
constitu´ıdo pelo conjunto dos estados microsco´picos aos
quais se associam determinados pesos probabil´ısticos.
Assim, as grandezas termodinaˆmicas, f(qi, pi), seriam
representadas por seus valores me´dios (< f >) em um
dado macroestado, para o qual cada microestado con-
tribuiria com um peso correspondente, ρ(qi, pi). Essa e´
a chamada me´dia no ensemble de uma dada grandeza,
que pode ser escrita como
< f >=
∫
f(qi, pi)ρ(qi, pi)d3Nqd3Np. (2)
Um aspecto fundamental da teoria de ensemble e´ a
afirmac¸a˜o de que todas as grandezas termodinaˆmicas
podem ser interpretadas como me´dias de suas corres-
pondentes func¸o˜es f(qi, pi), me´dias tomadas sobre o
espac¸o de fase3.
Ao longo deste artigo investigaremos no trabalho
de James C. Maxwell (1831-79) e Ludwig Boltzmann
(1844-1906) as bases dessa construc¸a˜o.
2. Maxwell e a noc¸a˜o de ensemble
Em 1879 Maxwell introduziu a noc¸a˜o de ensemble,
uma ide´ia ja´ utilizada por Boltzmann em 1871 [3], em
um artigo intitulado On Boltzmann’s Theorem on the
Average Distribution of Energy in a System of Mate-
rial Points [4], ao fazer considerac¸o˜es gerais sobre o
equil´ıbrio te´rmico.4 Neste momento o interesse de Max-
well estava voltado para o desenvolvimento de um novo
me´todo de ca´lculo da distribuic¸a˜o da energia em um
dado sistema em equil´ıbrio (equipartic¸a˜o da energia).
Boltzmann ja´ havia se debruc¸ado sobre o problema
na 3a sec¸a˜o do seu artigo de 1868 (Estudos Sobre o
Equil´ıbrio das Forc¸as vivas entre os Pontos Materiais
em Movimento) [6], apresentando como condic¸a˜o de
sua deduc¸a˜o restric¸o˜es que lanc¸avam du´vidas sobre a
generalidade da soluc¸a˜o. Na deduc¸a˜o de Boltzmann,
proposta para o caso em que as mole´culas interagem
unicamente por colisa˜o, no estado de equil´ıbrio a equi-
partic¸a˜o da energia tem lugar, o que significa que a
energia cine´tica dispon´ıvel sera´ distribu´ıda igualmente
entre os graus de liberdade do movimento. Assim, no
caso de mole´culas pontuais, que possuem unicamente
movimento translacional, as componentes x, y e z das
velocidades de todas elas tera˜o, no equil´ıbrio, a mesma
proporc¸a˜o da energia cine´tica total dispon´ıvel.
Maxwell reconhecia a generalidade da soluc¸a˜o de
Boltzmann, na˜o encontrando, portanto, razo˜es para
o uso da restric¸a˜o relacionada a interac¸a˜o entre as
mole´culas. Desta forma ele propoˆs um me´todo de
ca´lculo para o equil´ıbrio onde a equipartic¸a˜o da ener-
gia resultante pode ser obtida de maneira independente
de qualquer afirmac¸a˜o sobre os detalhes da interac¸a˜o
entre as mole´culas, sendo va´lido ate´ mesmo no caso de
interac¸a˜o de longo alcance por meio de um potencial.
Preocupado com a existeˆncia de poss´ıveis du´vidas em
torno da generalidade da soluc¸a˜o de Boltzmann para o
problema da equipartic¸a˜o da energia em um sistema em
equil´ıbrio, ele diz:
Seu me´todo de tratamento [me´todo de
Boltzmann] e´ engenhoso, e, ate´ onde eu
posso ver, satisfato´rio, mas eu penso que
um problema de tal importaˆncia prima´ria
em cieˆncia molecular [equipartic¸a˜o da ener-
gia] deveria ser escrutinado e examinado por
todos os lados, de modo que tantas pes-
soas quanto poss´ıvel possam ser capazes de
seguir a demonstrac¸a˜o, e saber sobre que
afirmac¸o˜es ela repousa. Isto e´ mais espe-
cialmente necessa´rio quando as afirmac¸o˜es
dizem respeito ao grau de irregularidade es-
perado no movimento de um sistema cujo
3A fundamentac¸a˜o lo´gica para esta interpretac¸a˜o caracteriza o chamado problema ergo´dico, cuja origem remonta a Maxwell e Boltz-
mann e cuja soluc¸a˜o completa ainda se encontra em aberto.
4Este fato e´ reconhecido por Gibbs que, no prefa´cio de sua monografia rende importante tributo a` Boltzmann, sublinhando o fato
de que este u´ltimo foi o primeiro a considerar explicitamente a distribuic¸a˜o de fase de um grande nu´mero de sistemas, assim como a
estudar a evoluc¸a˜o desta distribuic¸a˜o atrave´s do teorema de Liouville, conforme a Ref. [5, p. viii].
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movimento na˜o esta´ completamente conhe-
cido. [4, p. 713]
Na 3a sec¸a˜o do seu artigo de 1868, sob o t´ıtulo Soluc¸a˜o
Geral do Problema do Equil´ıbrio das Forc¸as Vivas,
Boltzmann colocava como condic¸a˜o da deduc¸a˜o do teo-
rema da equipartic¸a˜o da energia a interac¸a˜o por colisa˜o
entre as mole´culas que constituem o sistema. Maxwell
na˜o encontrava razo˜es que justificassem essa limitac¸a˜o.
Ele afirmou:
No teorema de Boltzmann, que temos agora
sob considerac¸a˜o, na˜o existe tal limitac¸a˜o.
Os pontos materiais podem atuar uns sobre
os outros a todas as distaˆncias, e segundo
qualquer lei que seja consistente com a con-
servac¸a˜o da energia, e eles podem tambe´m
sofrerem a ac¸a˜o de forc¸as externas ao sis-
tema desde que estas u´ltimas sejam consis-
tentes com aquela lei. [4, p. 714]
Maxwell argumenta que uma prova direta do teo-
rema da equipartic¸a˜o da energia exigiria a adoc¸a˜o de
uma hipo´tese, cuja validade geral ele na˜o reconhecia.
Ele diz:
A u´nica afirmac¸a˜o que e´ necessa´ria para
uma prova direta [do teorema da equi-
partic¸a˜o] e´ que o sistema, se deixado livre
em seu estado atual de movimento, cedo ou
tarde passara´ atrave´s de cada fase que e´ con-
sistente com a equac¸a˜o de energia. Agora e´
evidente que existem casos nos quais isto
na˜o acontece. O movimento de um sistema
que na˜o esta´ sob a ac¸a˜o de forc¸as externas
possui seis equac¸o˜es ale´m da equac¸a˜o da
energia, de modo que o sistema na˜o pode
passar atrave´s daquelas fases que, embora
satisfac¸am a equac¸a˜o da energia, na˜o sa-
tisfazem estas seis equac¸o˜es. Novamente,
pode ser que existam leis de forc¸a parti-
culares, como por exemplo, aquela segundo
a qual a interac¸a˜o entre duas part´ıculas e´
proporcional a distaˆncia entre elas, para
as quais o movimento total volta sobre si
mesmo apo´s um tempo finito. Em tais ca-
sos um valor particular de uma varia´vel cor-
responde ao valor particular de cada uma
das outras varia´veis, de modo que as fa-
ses formadas pelo conjunto de valores das
varia´veis que na˜o correspondem na˜o possa
ocorrer, embora elas possam satisfazer as
diversas equac¸o˜es gerais. Mas se no´s su-
pomos que as part´ıculas materiais, ou al-
gumas delas, ocasionalmente encontrem um
obsta´culo fixado tal como os lados de um re-
cipiente que as conte´m, enta˜o, para formas
especiais da superf´ıcie deste obsta´culo, cada
choque introduzira´ um distu´rbio no movi-
mento do sistema, de modo que ele passara´
de um caminho na˜o perturbado para ou-
tro. Os dois caminhos devem satisfazer as
equac¸o˜es da energia, e eles devem se cruzar
na fase para a qual as condic¸o˜es do cho-
que com o obsta´culo fixado sa˜o satisfeitas,
mas eles na˜o esta˜o sujeitos as equac¸o˜es do
momento. E´ dif´ıcil em um caso de tal ex-
trema complexidade chegar minuciosamente
a uma condic¸a˜o satisfato´ria, mas no´s po-
demos com considera´vel confianc¸a afirmar
que exceto para formas particulares da su-
perf´ıcie do obsta´culo fixo, o sistema cedo ou
tarde, apo´s um nu´mero suficientes de cho-
ques, passara´ atrave´s de cada fase consis-
tente com a equac¸a˜o da energia. [4, p. 170-
171]
Esta pode ser considerada sua afirmac¸a˜o mais
expl´ıcita acerca da hipo´tese ergo´dica.5 De suas pa-
lavras pode-se depreender, em consonaˆncia com as
afirmac¸o˜es de Brush [7, p. 170-171], que Maxwell
propoˆs a hipo´tese ergo´dica unicamente para sistemas
mecaˆnicos interagindo com sua vizinhanc¸a, ao inve´s de
sistemas mecaˆnicos na˜o perturbados. Ele na˜o exige que
esta interac¸a˜o seja de natureza aleato´ria em n´ıvel mi-
crosco´pico. Se as paredes do recipiente sa˜o r´ıgidas,
sua ac¸a˜o sobre as mole´culas e´ completamente deter-
min´ıstica, tendo como efeito golpear o sistema de uma
o´rbita para a outra sobre a superf´ıcie de energia.6
Maxwell estava portanto diante do seguinte pro-
blema:
Desenvolver um me´todo de ca´lculo do teo-
rema da equipartic¸a˜o da energia que fosse
completamente independente de qualquer
afirmac¸a˜o acerca da natureza da interac¸a˜o
entre as mole´culas.
E´ justamente com vistas a resoluc¸a˜o deste problema
que Maxwell nos apresenta o instrumento heur´ıstico a
ser adotado, momento em que a noc¸a˜o daquilo que viria
a ser conhecido como ensemble e´ sugerida. Vejamos as
palavras de Maxwell:
Eu penso que, ao inve´s de considerar um
sistema de part´ıculas materiais, e´ conveni-
ente considerar um grande nu´mero de sis-
temas similares uns aos outros em todos
os aspectos, exceto nas circunstaˆncias ini-
ciais do movimento, que se supo˜e variar de
5A hipo´tese ergo´dica considera que um sistema mecaˆnico, se deixado livre de perturbac¸o˜es, passara´ atrave´s de cada ponto do espac¸o de
fase estando sobre uma superf´ıcie de energia. Em outras palavras, as posic¸o˜es e velocidades de todas as massas pontuais (representando
os a´tomos) eventualmente tomara˜o cada valor poss´ıvel consistente com a dada energia total do sistema
6Brush chama-nos a atenc¸a˜o de que a versa˜o da hipo´tese ergo´dica usualmente atribu´ıda a Maxwell e a Boltzmann vai ale´m daquilo
que suas palavras nos permitem depreender.
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sistema para sistema, sendo a energia to-
tal a mesma para todos. Na investigac¸a˜o
estat´ıstica do movimento, no´s concentramos
nossa atenc¸a˜o no nu´mero destes sistemas
que num dado tempo esta˜o em fase de ma-
neira que as varia´veis que o definem sejam
encontradas dentro de dados limites. [4,
p. 715]
O ensemble aqui apresentado por Maxwell estabelece a
condic¸a˜o de constaˆncia da energia, o que o caracteriza,
numa linguagem posteriormente adotada por Gibbs,
como ensemble microcanoˆnico.
Seu ponto de partida e´ o estabelecimento das
condic¸o˜es do sistema a ser analisado:
Eu iniciarei com o caso no qual supo˜e-se que
o sistema esteja contido dentro de um reci-
piente fixo, e depois considerarei o caso de
um sistema livre, ou de um sistema contido
em um recipiente girando uniformemente
sobre um eixo que se move uniformemente
em linha reta. [4, p. 715]
A estrate´gia adotada por Maxwell na investigac¸a˜o
do movimento, sob a base da noc¸a˜o de ensemble, e´ a
seguinte:
1. Utilizac¸a˜o da noc¸a˜o de ensemble na representac¸a˜o
do sistema a ser estudado;
2. Especificac¸a˜o dinaˆmica do movimento;
Maxwell supo˜e o sistema material como sendo
aquele de tipo mais geral, tendo sua configurac¸a˜o deter-
minada por n varia´veis q1, q2 . . . qn e seu movimento de-
terminado pelos momentos correspondente p1, p2 . . . pn.
Assim, o estado do sistema em qualquer instante fica
completamente definido se no´s conhecemos os valores
destas 2n varia´veis para aquele instante. A energia po-
tencial do sistema (V ) e´ definida como uma func¸a˜o das
varia´veis que definem a configurac¸a˜o do mesmo, a saber,
q1, q2 . . . qn, e a energia cine´tica, expressa em termos dos
q′s e p′s, e´ representada por T . Assim, a energia total,
representada por
E = V + T (3)
e´ uma constante durante todo o movimento do sistema.
As equac¸o˜es de movimento para este sistema sa˜o port-
anto
∂qr
∂t
=
dE
dpr
∂pr
∂t
= − dE
dqr
, (4)
onde qr e pr sa˜o a coordenada e o momento correspon-
dentes.
3. Definic¸a˜o da ac¸a˜o do sistema durante o movimento;
A “ac¸a˜o” (A) do sistema durante o movimento e´ de-
finida por Maxwell como duas vezes a integral no tempo
da energia cine´tica, tomada do in´ıcio ao fim do movi-
mento, ou seja
A =
∫
2Tdt, (5)
e expressa em func¸a˜o das coordenadas iniciais (q′1 . . . q
′
n)
e finais (q1 . . . qn) e da energia total (E ).
Ele nos mostra ainda que se t′ e t sa˜o respectiva-
mente os valores do tempo no in´ıcio e no fim do movi-
mento,
dA
dE
= t− t′. (6)
Ao longo de sua investigac¸a˜o, Maxwell pretende com-
parar o produto das diferenciais das coordenadas e mo-
mentos no in´ıcio do movimento (ds′dσ′dt′) com o cor-
respondente produto no fim do movimento(dsdσdt).7
4. Especificac¸a˜o estat´ıstica do sistema;
Na especificac¸a˜o estat´ıstica do sistema Maxwell
adota uma definic¸a˜o mais ampla de fase. Ate´ enta˜o
ele vinha falando de uma fase (p, q) supondo-a defi-
nida pelos valores das n coordenadas e n momentos.
Agora ele nos diz que o sistema esta´ numa dada fase
(a1b) sempre que os valores das coordenadas sa˜o tais
que q1 esta´ entre b1 e b1 + db1, q2 entre b2 e b2 + db2,
e assim por diante; Tambe´m p2 entre a2 e a2 + da2,
e assim por diante. Os limites da primeira compo-
nente do momento, p1, na˜o esta˜o especificados por-
que os valores de p1 na˜o sa˜o independentes das outras
varia´veis, sendo dados em termos de E e das outras
2n − 1 varia´veis, em virtude da equac¸a˜o da energia.
As quantidades a, b sa˜o do mesmo tipo que p e q re-
spectivamente, com a diferenc¸a de que elas na˜o variam
com o movimento do sistema. Veˆ-se, portanto, que
no me´todo estat´ıstico, adotado por Maxwell, o sistema
na˜o e´ seguido durante seu movimento. Toda atenc¸a˜o
e´ fixada sobre uma fase particular, averiguando-se se
o sistema esta´ ou na˜o naquela fase, e tambe´m quando
ele entra e quando sai da mesma. Trata-se, portanto,
de saber acerca da probabilidade de um dado sistema
ser encontrado numa determinada fase. Contrapondo-
se, enta˜o, a uma determinada concepc¸a˜o de probabi-
lidade expressa por Boltzmann, Maxwell estabelece as
condic¸o˜es para sua utilizac¸a˜o do conceito de probabili-
dade. Ele nos diz:
Boltzmann define a probabilidade de um
sistema ser encontrado na fase (a1b) como
a raza˜o entre o tempo durante o qual ele
esta´ na fase e o tempo total do movimento,
supondo-se este u´ltimo muito grande. Eu
prefiro supor que existem muitos sistemas
cujas propriedades sa˜o as mesmas e que
cada um destes esta´ posto em movimento
7Por brevidade Maxwell escreve ds = dq1 . . . dqn para o produto das diferenciais das coordenadas, e dσ = dp1 . . . dpn para o produto
das diferenciais do momento.
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com um conjunto diferente de valores para
as n coordenadas e n-1 momentos, os valo-
res da energia total E sendo os mesmos em
todos, e considerar o nu´mero destes siste-
mas que, num dado instante, esta˜o na fase
(a1b). [4, p. 721]
Operando com o conceito de probabilidade acima esta-
belecido, ele vai buscar expressar o nu´mero de sistemas
que, num dado tempo t, esta˜o na fase (a1b)(N(a1, b, t)),
como func¸a˜o do nu´mero total de sistemas (N), das coor-
denadas e momentos com seus limites, e o tempo t, ou
seja,
N(a1, b, t) = Nf(a2 . . . an, b1, . . . bn, t)da2 . . .
dandb1 . . . dbn . . . (7)
sendo a forma da func¸a˜o f dada por
F (a2 . . . t) = C(b1)−1. (8)
Assim, N(a1, b, t) pode ser reescrita como
N(a1, b, t) = NC(b1)−1da2 . . . dbn. (9)
5. Definic¸a˜o de distribuic¸a˜o estaciona´ria;
Maxwell nos diz ainda que se a distribuic¸a˜o dos N
sistemas nas diferentes fases e´ tal que o nu´mero em
uma dada fase na˜o varia com o tempo, a distribuic¸a˜o
e´ dita ser estaciona´ria. O que ele procura mostrar e´
que se a distribuic¸a˜o e´ estaciona´ria, uma certa func¸a˜o
das varia´veis (C) deve ser constante para todas as fases
pertencentes ao mesmo caminho. Ele diz:
Se no´s assumimos que a distribuic¸a˜o origi-
nal e´ tal que C e´ constante para todas as
fases consistentes com a equac¸a˜o da ener-
gia, e zero para todas as fases para as quais
aquela equac¸a˜o mostra ser imposs´ıvel, enta˜o
a lei de distribuic¸a˜o na˜o ira´ mudar com o
tempo, e C sera´ uma constante absoluta.
[4, p. 722]
Como resultado de suas investigac¸o˜es, que de fato esta-
belece uma soluc¸a˜o para o problema da distribuic¸a˜o
estaciona´ria, Maxwell poˆde chegar a equipartic¸a˜o da
energia, estabelecendo que a energia cine´tica me´dia cor-
respondente a qualquer uma das varia´veis e´ a mesma
para cada uma das varia´veis do sistema.
Portanto, a noc¸a˜o de um ensemble de sistemas, uma
distribuic¸a˜o de probabilidade sobre poss´ıveis micro-
estados para o sistema, encontra em Maxwell uma
importante refereˆncia. Com ele a distribuic¸a˜o micro-
canoˆnica padra˜o como no mı´nimo uma distribuic¸a˜o
invariante sob a evoluc¸a˜o dinaˆmica, e a identificac¸a˜o
dos valores de equil´ıbrio com as me´dias na fase das
quantidades relativas a esta distribuic¸a˜o de probabili-
dades aparecem no cena´rio da discussa˜o. Ao mesmo
tempo Maxwell introduziu o que, nas palavras de Sklar
[8, p. 157], se tornou o “problema cla´ssico da teoria
de equil´ıbrio”, a saber o de demonstrar que a distri-
buic¸a˜o de probabilidade padra˜o e´ a u´nica estaciona´ria
no tempo.
A pro´xima sec¸a˜o procura identificar no trabalho de
Boltzmann a raiz mesma da utilizac¸a˜o dos ensembles
como recurso heur´ıstico para o ca´lculo das proprieda-
des de um dado sistema.
3. Boltzmann e o papel heur´ıstico dos
ensembles
Conforme comentamos no item anterior, Boltzmann ja´
havia utilizado em seu artigo de 1871 (Algumas Con-
siderac¸o˜es Gerais Sobre o Equil´ıbrio Te´rmico) [3], por-
tanto antes de Maxwell, a noc¸a˜o de ensemble como re-
curso heur´ıstico ao fazer considerac¸o˜es de cara´ter ge-
ral sobre o equil´ıbrio te´rmico, buscando assim justifi-
car as propriedades de equil´ıbrio dos gases. Mais espe-
cificamente, o objetivo de Boltzmann era obter uma
prova de que o comportamento me´dio de um ga´s du-
rante um movimento de durac¸a˜o ilimitada e´ ideˆntico
ao seu comportamento no equil´ıbrio te´rmico, caracte-
rizado pela distribuic¸a˜o de Maxwell-Boltzmann. Nesta
direc¸a˜o, Boltzmann realiza o ca´lculo das me´dias tem-
porais (que nos da˜o as probabilidades das diferentes
distribuic¸o˜es) de func¸o˜es que caracterizam as distri-
buic¸o˜es me´dias dos estados fazendo uso de um conjunto
de sistemas (re´plicas do ga´s estudado) que se movem de
uma maneira completamente independente um do ou-
tro, de tal forma que todos teˆm a mesma energia (en-
semble microcanoˆnico). A estrate´gia foi calcular valores
me´dios sobre o conjunto de sistemas (me´dia no ensem-
ble) igualando-os a`s me´dias temporais, que era o que lhe
interessava calcular.8 Boltzmann achava dif´ıcil atribuir
comportamento ergo´dico a um sistema u´nico, o que im-
plicava numa estrita dependeˆncia teo´rica a`s condic¸o˜es
iniciais, raza˜o pela qual ele elege os ensembles.
Como ponto de partida, Boltzmann nos propo˜e a re-
presentac¸a˜o de um ga´s composto de muitas mole´culas
atrave´s de um sistema de n pontos materiais:
Tem-se um grande nu´mero de sistemas de
pontos materiais (da mesma forma que um
ga´s composto de muitas mole´culas, cada
qual por sua vez um sistema de pontos). O
estado de qualquer um desses sistemas de
pontos em um dado tempo t e´ determinado
atrave´s de n varia´veis s1, s2, . . . , sn, acom-
panhadas pelas equac¸o˜es diferenciais
ds1
dt
= S1,
ds2
dt
= S2 · · ·
dsn
dt
= Sn. (10)
8Para uma maior discussa˜o acerca da heur´ıstica de Boltzmann, ver Ref. [9]
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S1, S2, . . . Sn sa˜o func¸o˜es de s1, s2, . . . , sn e
talvez tambe´m de t. Atrave´s dessas equa-
c¸o˜es diferenciais e dos valores iniciais das n
varia´veis s1, s2, . . . , sn sa˜o determinados os
valores dessas grandezas num dado tempo.
[3, p. 259]
Portanto, da mesma forma que se pode considerar
cada uma das n mole´culas de um ga´s como um sistema
separado, Boltzmann tomou um nu´mero muito grande
de sistemas de part´ıculas, estabelecendo como u´nica di-
ferenc¸a na analogia a considerac¸a˜o de que
entre os pontos materiais de diferentes sis-
temas de pontos nunca ocorre uma ac¸a˜o
rec´ıproca. De modo que o que na teoria dos
gases chamamos de coliso˜es de mole´culas,
deve ser exclu´ıdo nesta pesquisa. [3, p. 259-
260]
Na sequ¨eˆncia do seu racioc´ınio ele estabelece de
maneira expl´ıcita a caracterizac¸a˜o de microestados as-
sociados a um dado macroestado, completando, jun-
tamente com as duas citac¸o˜es apresentadas anterior-
mente, aquilo que podemos chamar de sua ide´ia original
da noc¸a˜o de ensemble.
O nu´mero das varia´veis s que determinam o
estado, assim como as equac¸o˜es diferenciais
(1) [Eq. 10], devem ser iguais para todos
os sistemas de pontos ( as func¸o˜es S devem
ser as mesmas func¸o˜es de t, s1, s2 . . . sn para
todos os sistemas de pontos). Mas os valo-
res iniciais das varia´veis s em um dado
tempo t e, consequ¨entemente os esta-
dos [o sentido aqui e´ de microestados],
devem em contrapartida ser diferentes
para os diferentes sistemas de pontos.
[3, p. 260, grifo nosso]
Portanto, a partir da utilizac¸a˜o desse novo recurso
heur´ıstico (ensemble microcanoˆnico), Boltzmann poˆde
associar a um dado macroestado (o estado do sistema
real) diferentes poss´ıveis microestados (os estados dos
diferentes sistemas de pontos), que sa˜o diferentes ma-
neiras, de um ponto de vista microsco´pico, de alcanc¸a´-
lo.
Em seu artigo de 1872, Novos Estudos Sobre o
Equil´ıbrio Te´rmico de Mole´culas Gasosas [10, p. 401],
Boltzmann voltou a utilizar a noc¸a˜o de ensemble ao
tentar encontrar uma relac¸a˜o apropriada entre entropia
definida mecanicamente e a 2a lei da termodinaˆmica.
A grande vantagem da utilizac¸a˜o desta abordagem e´
que o problema, que antes estava relacionado ao acom-
panhamento da sucessa˜o temporal de configurac¸o˜es de
um dado sistema particular, agora se transferia para
a determinac¸a˜o de como o nu´mero total de sistemas
estara´ distribu´ıdo entre as va´rias configurac¸o˜es e veloci-
dades poss´ıveis em qualquer instante de tempo, quando
a distribuic¸a˜o tiver sido dada para algum instante ini-
cial. Foi, portanto, com o objetivo de contornar a im-
possibilidade pra´tica de determinar a evoluc¸a˜o tempo-
ral de um sistema com muitos graus de liberdade, e nela
calcular os valores me´dios das va´rias grandezas termo-
dinaˆmicas, que Boltzmann fez uso do me´todo de ensem-
bles. A ana´lise da evoluc¸a˜o temporal do sistema e´ enta˜o
substitu´ıda pela ana´lise de um ensemble estat´ıstico de
co´pias fict´ıcias do sistema real, todas compartilhando a
mesma dinaˆmica, mas distribu´ıdas sobre poss´ıveis va-
lores compat´ıveis com os v´ınculos do sistema. Numa
passagem de Gastheorie, esse objetivo fica claramente
explicitado:
O me´todo matematicamente mais completo
seria levar em conta as condic¸o˜es iniciais
a partir das quais um dado corpo aque-
cido evolui para um estado te´rmico particu-
lar, que enta˜o persiste por um longo tempo.
De qualquer modo, uma vez que os valores
me´dios sera˜o sempre os mesmos na˜o impor-
tando o estado inicial, no´s podemos tambe´m
obter os mesmos valores me´dios se no´s ima-
ginamos que ao inve´s de um u´nico corpo
aquecido, um nu´mero infinito esta´ presente,
que sa˜o completamente independentes um
do outro e, cada um deles tendo a mesma
quantidade de calor e as mesmas condic¸o˜es
externas, partindo de todas as poss´ıveis
condic¸o˜es iniciais. No´s enta˜o obtemos os va-
lores me´dios corretos se no´s consideramos,
ao inve´s de um u´nico sistema mecaˆnico, um
nu´mero infinito de sistemas equivalentes,
que partem de diferentes condic¸o˜es iniciais
arbitra´rias. Agora estes valores me´dios de-
vem ser os mesmos em todos os tempos,
como certamente e´ o caso se o estado me´dio
do agregado de todos os sistemas permanece
estaciona´rio, e o estado que no´s considera-
mos na˜o seria um estado individual singular,
mas ao inve´s disso todos os poss´ıveis esta-
dos devem ser inclu´ıdos. Estas condic¸o˜es
sa˜o satisfeitas se no´s imaginamos infinita-
mente muitos sistemas mecaˆnicos, entre os
quais existe inicialmente uma distribuic¸a˜o
de estados tal como aquela que no´s chama-
mos de ergo´dica [de energia constante] no
§32. No´s dissemos la´ que esta distribuic¸a˜o
de estado e´ estaciona´ria, e que ela inclui to-
dos os poss´ıveis estados consistentes com a
dada energia cine´tica. [11, p. 310-311]
Boltzmann retomou o tema dos ensembles em 18849
[13], desta vez ao tentar elaborar uma linha de pensa-
mento iniciada por H. von Helmholtz (1821-1894) em
9Este artigo e´ uma versa˜o inicial de Boltzmann conforme a Ref. [12].
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1880, com o objetivo de estudar questo˜es fundamentais
da relac¸a˜o entre mecaˆnica e termodinaˆmica, mas apro-
priadamente representada pela busca por uma analogia
mecaˆnica para a 2a lei [14]. Helmholtz havia introdu-
zido um novo recurso heur´ıstico, o conceito de sistemas
monoc´ıclicos,10 uma classe de sistemas mecaˆnicos cujas
equac¸o˜es de movimento poderiam ser escritas de uma
forma tal que assemelhavam-se a` segunda lei da termo-
dinaˆmica. O ponto de partida de Helmholtz foi con-
siderar um sistema mecaˆnico, descrito pelas equac¸o˜es
de movimento de Lagrange, cujas coordenadas genera-
lizadas podiam ser categorizadas em duas classes dis-
tintas. As de primeiro tipo, as chamadas c´ıclicas, na˜o
apareciam diretamente na func¸a˜o lagrangiana do sis-
tema e suas derivadas temporais, as velocidades gene-
ralizadas, apareciam na expressa˜o da energia cine´tica
e, portanto, nas equac¸o˜es de movimento. Estas veloci-
dades, quando comparadas a`quelas das outras classes
de coordenadas, tornavam estas u´ltimas desprez´ıveis.
Os sistemas eram chamados de monoc´ıclicos se eles
tinham unicamente uma coordenada c´ıclica indepen-
dente. Ao definir sistemas deste tipo Helmholtz tinha
em mente uma clara analogia com os sistemas termo-
dinaˆmicos, tais como um recipiente cheio de ga´s com-
posto de muitas mole´culas em ra´pido movimento. Neste
caso as coordenadas moleculares, em qualquer instante
de tempo, na˜o tem efeito sobre as propriedades termo-
dinaˆmicas do ga´s, embora suas velocidades moleculares
determinem a energia cine´tica molecular, que e´ propor-
cional a temperatura. O volume do ga´s e´ um paraˆmetro
do sistema que varia numa taxa muito lenta comparado
as velocidades moleculares. As duas quantidades cuja
interac¸a˜o constituem a esseˆncia da termodinaˆmica sa˜o
o calor (variac¸o˜es na energia do sistema produzidas pe-
las mudanc¸as nas velocidades moleculares) e o trabalho
(produzido pela lenta variac¸a˜o de paraˆmetros do sis-
tema como por exemplo o volume).
3.1. A noc¸a˜o de distribuic¸a˜o de probabilidade
“estaciona´ria” sobre o espac¸o de fase: o
conceito de Monode
Boltzmann havia percebido a importaˆncia da in-
troduc¸a˜o do conceito de sistemas monoc´ıclicos proposto
por H. von Helmholtz, e foi justamente com o objetivo
de refinar aquela analogia mecaˆnica que ele escreveu
o seu artigo de 1884, U¨ber die Eigenschaften monzy-
klischer und anderer damit verwandter Systeme [15],
agora ja´ reforc¸ado pela leitura do artigo de Maxwell,
On Boltzmann’s Theorem on the Average Distribution
of Energy in a System of Material Points [4]. Logo na
introduc¸a˜o ele afirma:
A prova mais completa da 2a lei da teoria
do calor [termodinaˆmica] obviamente con-
sistiria na demonstrac¸a˜o da existeˆncia de
equac¸o˜es para qualquer processo mecaˆnico
que sa˜o ana´logas a`quelas da teoria do ca-
lor. Mas, por um lado esta afirmac¸a˜o
na˜o parece ser correta nesta generalidade,
e por outro devido a nossa ignoraˆncia da
natureza dos assim chamados a´tomos, as
condic¸o˜es mecaˆnicas sob as quais o mo-
vimento te´rmico (Wa¨rmebewegung) ocorre
na˜o podem ser indicadas precisamente, o
problema que se coloca e´ o do estudo de
quais casos e em quais pontos as equac¸o˜es
da mecaˆnica sa˜o ana´logas a`quelas da teoria
do calor. Na˜o se trata de construir sistemas
mecaˆnicos que sa˜o completamente congru-
entes com corpos aquecidos, mas de encon-
trar todos os sistemas cujo comportamento
e´ mais ou menos ana´logo ao de corpos aque-
cidos. Neste caminho a questa˜o foi primei-
ramente colocada por Mr. von Helmholtz
e eu tenho a intenc¸a˜o adiante de analisar a
analogia descoberta por ele entre os sistemas
que ele chama de monociclos e os teoremas
da teoria mecaˆnica do calor, considerando
alguns sistemas intimamente relacionados
aos monociclos; mas antes de introduzir teo-
remas gerais, eu primeiro quero discutir al-
guns exemplos muito particulares [15].
E´ interessante observar aqui o cara´ter heur´ıstico
que Boltzmann atribui aos sistemas monoc´ıclicos de
Helmholtz, percebendo-os como importantes analogias
para os corpos aquecidos e na˜o como correspondentes
diretos destes u´ltimos. Apo´s discutir alguns exemplos
(treˆs) particulares de sistemas monoc´ıclicos, ele chega,
mais especificamente atrave´s da discussa˜o do terceiro
exemplo, a um dos momentos centrais do seu artigo, a
saber, quando da introduc¸a˜o da noc¸a˜o de distribuic¸a˜o
de probabilidade “estaciona´ria” sobre o espac¸o de fase
de N part´ıculas encerradas em um recipiente de volume
V .
Ele chama o conjunto dessas probabilidades de um
monode, generalizando um conceito ana´logo ao de sis-
temas monoc´ıclicos de Helmholtz.
Mas em todos estes casos [casos particulares
considerados ate´ agora]
∫
qdt na˜o tem mais
o cara´ter de uma coordenada, uma vez que
o movimento na˜o retorna a si mesmo apo´s
um longo tempo. Eu quero me permitir
representar sistemas que sa˜o estaciona´rios
neste sentido de monoc´ıclico (monodische)
ou brevemente de monodes.11 Eles sera˜o
caracterizados pelo fato de que o movimento
que tem lugar em cada ponto dele continua
10Numa linguagem moderna trata-se de sistemas cujo espac¸o de fase conte´m unicamente o´rbitas perio´dicas, ou ciclos.
11Nota de Boltzmann: O nome “estaciona´rio” foi aplicado pelo Sr. Clausius para qualquer movimento onde as coordenadas e veloci-
dades permanecem sempre encerradas entre limites finitos.
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sem mudar, portanto sendo uma func¸a˜o do
tempo, desde que as forc¸as externas per-
manec¸am, e tambe´m pelo fato de que em
nenhum ponto e em nenhuma superf´ıcie dele
massa ou vis viva ou quaisquer outros agen-
tes estejam entrando ou saindo. [15, p. 130,
ita´lico e negrito meus]
As o´rbitas de um sistema monoc´ıclico podem ser
vistas como dotadas de uma certa distribuic¸a˜o de pro-
babilidade, atribuindo-se a um comprimento de arco
uma certa probabilidade proporcional ao tempo gasto
sobre ele pelo movimento. Um conjunto de tais com-
primentos de arco forma uma colec¸a˜o de distribuic¸o˜es
de probabilidades estaciona´rias [16, p. 1572].
Embora o conceito de Monode tenha sido apre-
sentado no contexto de um u´nico sistema, Boltzmann
tambe´m o utilizou no contexto de uma colec¸a˜o de dis-
tribuic¸o˜es estaciona´rias (re´plicas fict´ıcias de um mesmo
sistema em equil´ıbrio) parametrizadas diferentemente
segundo a situac¸a˜o do sistema.
3.2. O ensemble de equil´ıbrio: o conceito de
orthode
Uma distribuic¸a˜o de probabilidades estaciona´ria, em-
bora seja condic¸a˜o necessa´ria para a representac¸a˜o dos
sistemas em equil´ıbrio te´rmico, na˜o e´ condic¸a˜o sufi-
ciente, raza˜o pela qual ele vai trabalhar com a hipo´tese
de que entre as poss´ıveis distribuic¸o˜es estaciona´rias so-
mente algumas podem ser intepretadas como estados
de equil´ıbrio macrosco´pico. Para Boltzmann os repre-
sentantes leg´ıtimos de um sistema em equil´ıbrio te´rmico
deveriam obedecer a certas condic¸o˜es, ao se calcular os
valores me´dios das quantidades observa´veis em diferen-
tes elementos μ de um Monode, a saber:
1. As quantidades definidas em termos puramente
mecaˆnicos, tais como a energia cine´tica me´dia
(<K>μ), a energia total me´dia(U =< K+φ >μ),
o momento me´dio transferido por unidade de
tempo e por unidade de a´rea nas coliso˜es com
as paredes do recipiente (pressa˜o(p)), o volume
me´dio(V ) ocupado pelo ga´s e tambe´m a den-
sidade(ρ = N/V ) deveriam satisfazer a mesma
relac¸a˜o que elas satisfariam se fossem quantida-
des termodinaˆmicas com o mesmo nome, ou seja
dU + pdV
T
= dS.12
2. A energia cine´tica (< K >μ) me´dia deve ser iden-
tificada com a temperatura absoluta (T ).
Cumpridas estas condic¸o˜es o monode em questa˜o se
credenciaria como leg´ıtimo modelo mecaˆnico da termo-
dinaˆmica. Foram os monodes deste tipo que Boltzmann
denominou deOrthode.
Se a vis viva [energia cine´tica total] faz
parte da diferencial dQ [dQ = TdS], o tra-
balho voltado para um aumento imediato do
movimento interno, eu irei chama´-los [esses
monodes] Orthoden. Para todos os othodes
no´s temos equac¸o˜es que sa˜o completamente
ana´logas a`quelas da teoria mecaˆnica do ca-
lor. [15, p. 130, grifo nosso.]
Uma vez caracterizadas as distribuic¸o˜es de proba-
bilidades capazes de representar um dado sistema em
equil´ıbrio te´rmico, Boltzmann passa a` discussa˜o de dois
casos mais gerais (Caso 1 e 2) muito claramente espe-
cificados. Trata-se de dois tipos de orthode, momento
em que sa˜o introduzidos os ensembles canoˆnico (ho-
lode) e microcanoˆnico (ergode), que sera˜o analisados
nas pro´ximas duas subsec¸o˜es.
3.3. Introduzindo o ensemble canoˆnico por
meio do conceito de holode
Boltzmann inicia o 3◦§ do seu artigo caracterizando o
sistema a ser estudado atrave´s do me´todo de ensemble:
Dado um sistema arbitra´rio, cujo estado
seria caracterizado pelas coordenadas ar-
bitra´rias p1, p2, . . . pg; os momentos corres-
pondentes sa˜o r1, r2, . . . rg.13 No´s queremos
brevemente chama´-las coordenadas pg e mo-
mentos rg. Deixemos o sistema ser expos-
to a forc¸as internas e externas arbitra´rias;
sendo estas u´ltimas conservativas. Seja Ψ a
vis viva [energia cine´tica], χ a energia poten-
cial do sistema. Portanto, χ e´ uma func¸a˜o
de Pg, Ψ e´ uma func¸a˜o homogeˆnea de se-
gundo grau de rg, cujos coeficientes podem
tambe´m conter pg. No´s queremos determi-
nar a constante arbitra´ria que tem que ser
adicionada a χ de forma que χ desaparec¸a,
por exemplo para uma distaˆncia infinita
de todas as part´ıculas do sistema ou para
qualquer outra posic¸a˜o sobre a qual nen-
huma variac¸a˜o e´ poss´ıvel. No´s na˜o fazemos
afirmac¸o˜es restritivas de que certas coorde-
nadas do sistema esta˜o limitadas para man-
ter certos valores de modo que no´s con-
sequ¨entemente na˜o podemos caracterizar a
mudanc¸a de forc¸as exteriores pelo fato de
que certos paraˆmetros que sa˜o constantes se
as forc¸as exteriores sa˜o constantes mudam
seus valores lentamente. Ao inve´s disso, a
12dS aqui e´ uma diferencial exata, sendo S uma func¸a˜o identificada com a entropia.
13E´ importante observar aqui que Boltzmann, ao contra´rio da notac¸a˜o moderna, usa p para posic¸a˜o e r para momento.
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lenta variac¸a˜o (Vera¨nderlichkeit) das forc¸as
exteriores teria que ser levada em conta pelo
fato de que χ torna-se lentamente uma ou-
tra func¸a˜o das coordenadas pg, ou pelo fato
de que certas constantes que aparecem em
χ, que seriam chamadas pa, esta˜o lenta-
mente mudando. [15, p. 131]
Operando com o me´todo de ensemble ele introduz
o ensemble canoˆnico atrave´s da ana´lise do que ele ca-
racteriza como Caso 1:
No´s agora imaginamos um grande nu´mero
N de tais sistemas, um exatamente igual ao
outro; cada um dos sistemas sendo comple-
tamente independente um do outro. Seja
o nu´mero de todos estes sistemas, para os
quais as coordenadas e momentos esta˜o nos
limites p1 e p1 + dp1, p2 e p2 + dp2, . . ., rg e
rg + drg dado por:
dN = Ne−h(χ+Ψ)
√dσdτ∫ ∫
e−h(χ+Ψ)
√
Δdσdτ
,
(11)
onde
dσ = Δ
−1
2 dp1dp2 . . . dpg,
e
dτ = dr1dr2 . . . drg. [15, p. 131-132]
As integrais sa˜o estendidas sobre todos os valores
poss´ıveis de coordenadas e momentos, sendo a totali-
dade de todos esses sistemas caracterizada como um
holode (ensemble canoˆnico), e cada um dos sistemas
chamado um elemento do holode.
Ao apresentar a Eq. (11), Boltzmann esta´ nos apre-
sentando sua definic¸a˜o da probabilidade de se encontrar
um dado sistema do holode (ensemble canoˆnico) numa
dada regia˜o do espac¸o de fase.
Na sequeˆncia do seu racioc´ınio ele escreve as ex-
presso˜es para as energias cine´tica (L) e potencial (Φ)
do holode, respectivamente
L =
Ng
2h
(12)
e
Φ = N
∫
χe−hχdσ∫
e−hχdσ
, (13)
sendo
∫
χe−hχdσ∫
e−hχdσ
o valor me´dio χ¯ de χ.
O trabalho voltado para o aumento imediato do mo-
vimento interno ao sistema e´ escrito como
δQ = δΦ + δL−N
∫
χe−hχdσ∫
e−hχdσ
. (14)
e a quantidade de movimento interno que e´ produzida
pelo trabalho externo quando o paraˆmetro pa e aumen-
tado de δpa, e´ −Pδpa, onde
− P =
N
∫
∂χ
∂pa
e−hχdσ∫
e−hχdσ
. (15)
Completando sua ana´lise ele nos apresenta outras
analogias com a teoria do calor. Fazendo
s =
1√
h
(
∫
e−hχdσ)
1
g e
hχ¯
g =√
2L
Ng
(
∫
e−hχdσ)
1
g e
Φ
2L , (16)
q =
2L
s
, (17)
K = Φ + L− 2L log s, (18)
H = Φ− L, (19)
ele escreve
dQ = 2Ld log s = qds, (20)
(
∂K
∂pa
)h = (
∂H
∂pa
)q = −P, (21)
e
(
∂K
∂h
) = −2logs, (22)
(
∂H
∂
) = −s. (23)
Fazendo h = β = 1/KT , onde K e´ a constante de
Boltzmann e T a temperatura absoluta, a expressa˜o de
Boltzmann (Eq. (11)) pode ser reescrita na forma
μβ,N (dpdq) =
dp1 . . . dpndq1 . . . dqn
const.
e−β(K+φ), (24)
correspondendo, assim, a` definic¸a˜o moderna de en-
semble canoˆnico. Desta forma Boltzmann estabeleceu
as propriedades essenciais do ensemble canoˆnico, mos-
trando que ele funciona como um modelo mecaˆnico para
a termodinaˆmica.
Renn chama-nos a atenc¸a˜o para o fato de que em-
bora em seu Gastheorie, o u´nico ensemble virtual consi-
derado por Boltzmann tenha sido o ergo´dico, ele intro-
duziu, ainda que no contexto de um sistema f´ısico real,
um ga´s, a expressa˜o matema´tica do ensemble canoˆnico,
caracterizado por uma distribuic¸a˜o de probabilidade
para os componentes atoˆmicos [17, p. 138]. Ao tra-
tar os gases poliatoˆmicos Boltzmann assume que
1601-10 Laranjeiras e Chiappin
Num tempo inicial (que no´s novamente cha-
mamos tempo zero) fac¸amos o nu´mero de
mole´culas do primeiro tipo cujos centros de
gravidade sa˜o encontrados em qualquer pa-
ralelep´ıpedo dP1dP2dP3, para os quais os
valores das varia´veis p1 . . . pμ, q1 . . . qμ ja-
zem entre os limites P1 e P1 + dP1 . . . Qμ e
Qμ + dQμ e que na˜o esta˜o interagindo com
qualquer outra mole´cula ser
A1e
−2hE1dP1 . . . dQμ. [11, Parte II, §37, p. 315]
De fato, aqui Boltzmann utiliza as coordenadas ge-
neralizadas P1, P2, . . . , Pμ e momentos generalizados
q1, q2, . . . , qμ para representar a posic¸a˜o e o estado de
uma mole´cula e na˜o de um membro de um ensemble. h
e´ uma constante que tem o mesmo valor para todos os
tipos de mole´culas; A1 uma constante que e´ diferente
para os diferentes tipos de mole´culas; e E1 corresponde
ao valor da soma da energia cine´tica de uma mole´culas
e das energias potenciais devido as forc¸as externas e
intramoleculares que atuam sobre uma mole´cula num
dado instante de tempo.
Embora a expressa˜o tenha sido constru´ıda com um
significado f´ısico diferente daquele que a noc¸a˜o de en-
semble nos proporciona, e´ interessante observar a cor-
respondeˆncia, em termos anal´ıticos, da mesma.
Ja´ em 1871 [3] Boltzmann havia apresentado um
tratamento anal´ıtico semelhante ao considerar um
corpo arbitra´rio em equil´ıbrio te´rmico com um ga´s. Ali,
ele nos oferece uma ana´lise quantitativa detalhada do
movimento dos a´tomos deste corpo, pressupondo que
a energia de todo o sistema e´ uma constante do mo-
vimento e que as coordenadas e velocidades dos seus
constituintes atoˆmicos assumem todos os valores com-
pat´ıveis com esta restric¸a˜o.
3.4. Introduzindo o ensemble microcanoˆnico
por meio do conceito de Ergode
O ensemble microcanoˆnico nos e´ apresentado por Boltz-
mann em seu artigo atrave´s da ana´lise de um segundo
exemplo (Caso 2), para o qual ele demonstra proprie-
dades similares aquelas do ensemble canoˆnico.
Monodes que sa˜o unicamente restritos pela
equac¸a˜o da vis viva, eu chamarei ergodes
(Ergoden), aqueles que ale´m desta equac¸a˜o
tambe´m sa˜o restritos por outras equac¸o˜es,
eu chamarei subergodes (Subergoden). Er-
godes sa˜o definidos pelo fato de que
dN =
Ndp1dp2 . . . dpgdr1dr2 . . . drg−1
∂Ψ
∂rg∫ ∫
. . .
dp1dp2 . . . dpgdr1dr2 . . . drg−1
∂Ψ
∂rg
.
Para estes ergodes existe unicamente um
ϕ, que e´ igual a energia de um sistema,
χ+Ψ = (Φ + L)/N , que e´ a mesma para to-
dos os sistemas e que permanece constante
durante o movimento de cada um dos siste-
mas. [15, p. 134]
Tambe´m aqui, fazendo dσ = Δ1/2dp1dp2 . . . dpg
Boltzmann escreve as expresso˜es para as energias po-
tencial e cine´tica do ergoden, respectivamente como
Φ = N
∫
χΨ
g
2−1dσ∫
Ψ
g
2−1dσ
, (25)
e
L = N
∫
Ψ
g
2 dσ∫
Ψ
g
2−1dσ
. (26)
Analogamente ao exemplo do holode (ensemble
canoˆnico), o trabalho responsa´vel pelo aumento da
energia do sistema no ergode (ensemble microcanoˆnico)
e´ escrito como
δQ = N
∫
χΨΨ
g
2−1dσ∫
Ψ
g
2−1dσ
=
δ(Φ + L)−N
∫
δχΨ
g
2−1dσ∫
Ψ
g
2−1dσ
. (27)
Fazendo
s = (
∫
Ψ
g
2 dσ)
1
g , (28)
e
q =
2L
s
, (29)
δQ pode novamente ser escrito como δQ = qds.
4. Conclusa˜o
Ao longo desse artigo discutimos o papel representado
pelos trabalhos de J.C. Maxwell e Ludwig Boltzmann
como antecedentes para a construc¸a˜o daquilo que fi-
cou conhecido, apo´s o trabalho de Willard Gibbs em
mecaˆnica estat´ıstica, como uma Teoria de Ensembles.
Os pontos de vista defendidos por Maxwell e Boltz-
mann na investigac¸a˜o de sistemas em equil´ıbrio te´rmico
lhes permitiram, particularmente a este u´ltimo, o esta-
belecimento de me´todos heur´ısticos para o ca´lculo das
grandezas termodinaˆmicas de um dado sistema. Neste
sentido, a introduc¸a˜o do Ensemble Canoˆnico por meio
do conceito de holode e do Ensemble Microcanoˆnico por
meio do conceito de ergode, ambos considerados por
Boltzmann como ensembles orto´dicos, foram aqui con-
siderados como marcos fundamentais no trabalho de
Boltzmann.
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